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Resumen
El atractor geométrico de Lorenz esta en ϑ1 (M) (donde ϑ1 (M) es el conjunto de los
flujos C1 sobreM tal que cada uno de estos elementos tiene una vecindad U formado por
flujos con todas sus órbitas periódicas y singularidades hiperbólicas). Así, para entender
este conjunto, es necesario primero describir los conjuntos C1-robustos transitivos con
singularidades. El objetivo general es:
1. Verificar y dar forma a una estructura general para los conjuntos singulares
transitivos bajo la hipótesis de que este conjunto es compacto, y además demostrar
que este compacto es parcialmente hiperbólico y expande volumen en la dirección
central, así para variedades tres dimensionales se avanzará en la caracterización
de ϑ1 (M).
Bajo la suposición que el conjunto Λ compacto esta contenido propiamente en M var-
iedad cerrada tres dimensional cerrada y tomando las definiciones necesarias para lograr
construir la definición formal de C1− singular transitivo, además si dotamos a este con-
junto Λ con las hipótesis para ser C1− singular transitivo en un campo vectorial en M
el objetivo específico es:
1. Demostrar que las singularidades de Λ son Lorenz-like, para cualquiera, X o −X.
2. Demostrar que Λ es singular hiperbólico para cualquiera X o −X.
3. Demostrar que Λ es un atractor para cualquiera X o −X.
i
ii
Así se tiene, entonces para el campo o para el opuesto del campo, que este conjunto Λ
es singular hiperbólico el cual es un atractor, y cualquiera de sus singularidades cumple
la definición de ser Lorenz-like lo cual ya esta dando propiedades importantes sobre
este conjunto Λ y señala características del conjunto ϑ1 (M).
Abstract
The geometric Lorenz attractor is in ϑ1(M) (where ϑ1(M) is the set of Override C1
flows such that each of these elements has a neighborhood U formed by flows with
all its periodic orbits and hyperbolic singularities). Thus, to understand this set, it is
necessary to first describe the sets C1-robust transitive singularities. The goal is:
1. Verify and shape an overall structure of singular sets transitive on the assumption
that this set is compact, and moreover, prove that this is partially hyperbolic
and compact volume expands in the direction central well for three dimensional
varieties progress on the characterization ϑ1(M).
Under the assumption that of set Λ actual content in this compact variety M closed
three dimensional camera and taking the necessary definitions to achieve build the
formal definition of C1-singular transitive, also if we provide this set Λ with assumptions
for C1-singular transitive vector field on M
The specific objective is:
1. Show that the singularities of Λ are Lorenz-like, to anyone, X or −X.
2. Show that Λ is singular for any hyperbolic X or −X.
3. Show that Λ is an attractor for either X or −X.
iii
iv
This is, then for the field or to the opposite field, that this set Λ is singular which is a
hyperbolic attractor, and any of its singularities satisfies be the definition of Lorenz-like
which is already giving importants properties on this set Λ and show characteristics of
the set ϑ1(M).
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Introducción
El llamado atractor de Lorenz, dado por las soluciones del campo vectorial X (x, y, z) =
(αy − αx, βx− y − xz,−γz + xy) sobre R3 donde α, β, γ son parámetros reales es el
punto de partida. Un atractor se define como un conjunto sumidero o attracting el cual
contiene una órbita densa, dicho de otro modo, un atractor es un conjunto transitivo
donde todas las órbitas positivas cercanas convergen a este. El atractor geométrico de
Lorenz no es hiperbólico, sin embargo, presenta propiedades interesantes por ejemplo:
es la clausura de sus órbitas periódicas, es transitivo, presenta sensibilidad con respecto
a condiciones iniciales y es una clase homoclínica.(ver[2])
En recientes publicaciones se han estudiado nuevas clases de conjuntos robustos tran-
sitivos con singularidades.
Debido a estos resultados y con el interés de unificarlos, surge una pregunta natural:
¿Existe una estructura general para los conjuntos robustos transitivos?
Lo que se busca es responder a esta pregunta enfocándolo hacia conjuntos compactos,
en tres variedades sin borde. Para esto se utilizarán ideas y técnicas de artículos de
Carlos Arnoldo Morales, Maria José Pacífico, Enrique Ramiro Pujals junto con teoría
relacionada con el tema[1],[2],[9],[10]. De este modo, el objetivo de la propuesta pro-
porciona herramientas para caracterización de ϑ1 (M) en variedades tres-dimensionales
(donde ϑ1 (M) es el conjunto de los flujos C1 sobre M tal que son todas sus órbitas
periódicas y singularidades hiperbólicas).
I
Capı´tulo 1
Preliminares
1.1. Conceptos básicos
En todas partes,M denota una tres-variedad riemanniana cerrada ( compacta sin borde
) y χr (M) es el conjunto de los Cr-campos vectoriales en M , r ≥ 1. Sea X un campo
vectorial de clase Cr, r ≥ 1 sobre M . Vamos a denotar también a Xt, t ∈ R el flujo
generado por X. Decimos que este flujo es una aplicación X : R × M → M donde
X0 = idM y Xs ◦Xt = Xs+t para todo s, t ∈ R.
Una órbita de X es el conjunto O = OX(q) = {Xt(q) : t ∈ IR} para algún q ∈ M .
Una singularidad de X es un punto σ ∈ M tal que X(σ) = 0 (equivalentemente
OX(σ) = {σ}). Una órbita periódica de X es una órbita O = OX(p) tal que XT (p) = p
para algún número mínimo T > 0 (equivalentemente O es compacto y O 6= {p}). Una
órbita cerrada de X es una singularidad o una órbita periódica de X.
El conjunto omega límite del punto p ∈ M es el conjunto ωX(p) = {x ∈ M : x =
l´ımn→∞Xtn(p), para alguna sucesión tn → ∞}. El conjunto alfa límite de un punto p
es el conjunto αX(p) = {x ∈ M : x = l´ımn→∞X−tn(p), para alguna sucesión tn →∞}.
Un punto p ∈M es llamado no-errante para X si para cada T > 0 y cada vecindad U
en M de p existe t > T tal que Xt(U) ∩ U 6= ∅. El conjunto de puntos no-errantes de
X es denotado por Ω(X) o Ω(Xt).
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Un conjunto compacto Λ ⊂M es:
Invariante si Xt(Λ) = Λ, ∀t ∈ IR;
Transitivo si Λ = ωX(p) para algún p ∈ Λ;
No-trivial si Λ no es una órbita cerrada de X;
Singular si SingX(Λ) 6= ∅ ;
Aislado si existe una vecindad compacta U de Λ tal que
Λ =
⋂
t∈IR
Xt(U)
(U es llamado bloque aislante);
Sumidero si este es aislado y tiene un bloque aislante U positivamente invariante,
i.e.,
Xt(U) ⊂ U, ∀t ≥ 0;
Atractor si este es un sumidero transitivo.
Recordemos algunas propiedades de los conjuntos hiperbólicos. Por la teoría de las
variedades invariantes [7] se tiene que si Λ ⊂ M es un conjunto hiperbólico para X,
entonces para todo p ∈ Λ los conjuntos
W ss(p,X) = {q ∈M : d(Xt(q), Xt(p)) → 0, cuando t→∞}
W uu(p,X) = {q ∈M : d(Xt(q), Xt(p)) → 0, cuando t→ −∞}
son Cr subvariedades inmersas de M, Estas variedades son llamadas variedad estable e
inestable fuertes del punto p, y son invariantes por el flujo Xt.
Para todo p ∈ Λ definimos
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W s(p,X) =
⋃
t∈R
W ss(Xt(p), X)
y
W u(p,X) =
⋃
t∈R
W uu(Xt(p), X),
los conjuntos estable e inestable de un punto p. Cuando la órbita de p es compacta,
entonces W s(p,X) y W u(p,X) representan las subvariedades estable e inestable de la
órbita de p. Una órbita cerrada de X es hiperbólica si ella es hiperbólica como conjunto
compacto invariante de X.
La clase homoclínica asociada a una órbita periódica hiperbólica O = OX (p) de X,
denotada por HX (p), es la clausura del conjunto de puntos de intersección transversal
entre W s(p,X) y W u(p,X), esto es,
HX (p) = CL (W
s(p,X) ⋔ W u(p,X)) .
Dado un conjunto invariante compacto Λ de X ∈ χr (M), PX (Λ) y SingX (Λ) son
los conjuntos de órbitas periódicas y de singularidades de X en Λ, respectivamente. Si
p ∈ M y B ⊂ M , OX (p) y B¯ denota la órbita de p y la clausura de B respectiva-
mente. Un conjunto invariante Λ, de X es aislado si existe un conjunto abierto U ⊃ Λ
(bloque aislante) tal que Λ = ∩t∈RXt (U), y singular si SingX (Λ) 6= ∅.
Sea ϑ1 (M) el conjunto de los flujos C1 sobre M tal que cada unos de estos elementos
tiene una vecindad U formado por flujos con todas sus órbitas periódicas y singulari-
dades hiperbólicas.
1.2. Conjuntos singulares hiperbólicos
Definición 1.1. Un conjunto compacto invariante Λ ⊂M de X es hiperbólico si existe
una descomposición continua de DXt-invariante del fibrado tangente de M sobre Λ de
CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 4
la forma
TM = Es ⊕ EX ⊕ Eu,
tal que para algunas constantes K,λ > 0 se tiene (Ver [6], [10]):
1. ‖DXt/Es‖ ≤ Ke
−λt, ∀t > 0 (i.e., Es es el subfibrado (K,λ)-contrator);
2. ‖DX−t/Eu‖ ≤ Ke
−λt, ∀t > 0 (i.e., Eu es el subfibrado (K,λ)-expansor);
3. EX = 〈X〉 (i.e., EX es la dirección del campo).
Una órbita cerrada de X es hiperbólica si ella es hiperbólica vista como un conjunto
invariante de X. Un conjunto hiperbólico H es tipo silla si Esx 6= 0 y E
u
x 6= 0 para todo
x ∈ H. El ejemplo más representativo de un conjunto hiperbólico tipo silla es de un
flujo tres-dimensional obtenido por la herradura de Smale en S2. [10]
Definición 1.2. Sea Λ ⊂M un conjunto compacto invariante de X. Una descomposi-
ción continua de DXt-invariante del fibrado tangente de M sobre Λ, de la forma
TΛM = EΛ ⊕ FΛ,
es una descomposición dominada, si existen constantes positivas K,λ tal que
‖DXt(x)/Ex‖
m(DXt(x)/Fx)
≤ Ke−λt, ∀x ∈ Λ, ∀t > 0.
donde m(A) = infv 6=0
‖Av‖
‖v‖
. (pseudonorma)
El subfibrado F es (K,λ)-dominado por el subfibrado E.
Vamos a asumir que una descomposición dominada, de dos subfibrados E y F son
siempre no triviales.
De esta definición, se tiene que Ex 6= 0 y Fx 6= 0 para todo x ∈ Λ.
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Definición 1.3. Un conjunto compacto invariante Λ de X es parcialmente hiperbólico
, si este exhibe una descomposición dominada
TΛM = E
s
Λ ⊕ E
c
Λ
tal que EsΛ es un subfibrado (K,λ)-contrator, i.e.,
‖DXt(x)/Esx‖ ≤ Ke
−λt, ∀x ∈ Λ, ∀t > 0.
El subfibrado EcΛ es llamado el subfibrado central.
Para x ∈ Λ y t ∈ R sea J ct (x) el valor absoluto del determinante de la transformación
lineal
DXt(x)/Ecx : E
c
x → E
c
Xt(x).
Decimos que un conjunto Λ parcialmente hiperbólico expande volumen (o (K,λ)-
expande volumen) en el subfibrado central, si
J ct (x) ≥ K
−1eλt, ∀x ∈ Λ, ∀t > 0.
1.3. Órbitas homoclínicas y heteroclínicas
Consideremos el sistema dinámico definido por la EDO
x˙ = X(x), x = (x1, x2, ..., xn) ∈ R
n, (1.1)
donde X es suave. Sea x0, x(1), x(2) puntos de equilibrio del sistema.
Definición 1.4. Una órbita Γ0 empezando en un punto x ∈ Rn es llamada homoclínica
al punto de equilibrio x0 del sistema (1.1) si Xt(x) → x0 cuando t→ ±∞.
Definición 1.5. Una órbita Γ0 empezando en un punto x ∈ Rn es llamada heteroclínica
a los puntos de equilibrio x(1) y x(2) del sistema (1.1) si Xt(x) → x(1) cuando t→ −∞
y Xt(x) → x(2) cuando t→ +∞.
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x0
Γ0
Wu
W s
x
Figura 1.1: Órbita homoclínica.
Para nuestro caso, las órbitas a trabajar están en un espacio 3-dimensional y las repre-
sentaciones de las mismas están plasmadas en las figuras 1.1 y 1.2.
Dado lo anterior debemos caracterizar el comportamiento de las variedades estable e
inestable cerca a bifurcaciones en sistemas 3-dimensionales con mayor detalle. Con-
sideremos un sistema en R3 con una órbita homoclínica Γ0 asociado a un punto x0.
Asumimos que dim(W u) = 1 (Caso contrario, tomamos la dirección contraria del tiem-
po), e introducimos una sección transversal Σ con coordenadas (ξ, η) como en la figura
(1.3). Supongamos que ξ = 0 corresponde a la intersección de Σ con la variedad estable
de x0. Esta construcción puede ser realizada para todo sistema suficientemente cerca.
Sea un punto (ξu, ηu) corresponde a la intersección de W u con Σ. Entonces,
Definición 1.6. El escalar β = ξu es llamada una función split.
Notamos que β = 0 provee una condición para la bifurcación homóclinica en R3.
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W s1
x(1)
Wu1
Wu2
W s2
x(2)
x
Γ0
Figura 1.2: Órbita heteroclínica
1.3.1. Bifurcaciones homoclínicas en sistemas tres-
dimensionales
1.3.2. Teoremas de shilnikov
Definición 1.7. Los valores propios con parte real negativa que están mas cercanos
al eje imaginario son llamados valores principales, y el correspondiente espacio es
llamado espacio principal.
Definición 1.8. La cantidad de sillas σ es la suma del valor propio positivo y la parte
real del valor propio principal.
Por lo tanto σ = λ1+λ2 para un nodo y σ = λ1+Re(λ2,3) para un foco-silla. En nuestro
caso trabajaremos solo el caso en el cual la singularidad es un foco-silla, así tenemos:
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η
ξ
Σ
x0
W s
η
ξ
Σ
x0
W s
η
ξ
Σ
x0
W s
β > 0
W u
c)
a) β < 0 b) β = 0
W u
W u
Figura 1.3: Función Split en el caso 3-dimensional
Teorema 1.9. (Foco-silla, σ0 < 0) Suponga un sistema 3-dimensional
x˙ = X(x, α), x ∈ R3, α ∈ R, (1.2)
con X función suave, tiene en α = 0 un punto de equilibrio foco-silla x0 = 0 con valores
propios λ1(0) > 0 > Reλ2,3(0) y una órbita homoclínica Γ0. Asuma que se satisfacen
las siguientes condiciones:
σ = λ1(0) +Reλ2,3(0) < 0;
λ2(0) 6= λ3(0);
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β′(0) 6= 0, donde β(α) es la función split.
Entonces el sistema (1.2) tiene un único ciclo límite Lβ estable en una vecindad U0 de
Γ0 ∪ {x0} para todo β > 0 suficientemente pequeño.
W s
Wu
W s
Wu
W s
Wu
Γ0
Lβ
β < 0 β = 0 β > 0
Figura 1.4: Bifurcación homoclínica de foco-silla con σ0 < 0.
Teorema 1.10. (Foco-silla, σ0 > 0) Suponga un sistema tres-dimensional
x˙ = X(x, α), x ∈ R3, α ∈ R, (1.3)
con X función suave, tiene en α = 0 un punto de equilibrio foco-silla x0 = 0 con valores
propios λ1(0) > 0 > Reλ2,3(0) y una órbita homoclínica Γ0. Asuma que se satisfacen
las siguientes condiciones:
σ = λ1(0) +Reλ2,3(0) > 0;
λ2(0) 6= λ3(0).
Entonces el sistema (1.3) tiene un número infinito de ciclos límite silla en una vecindad
U0 de Γ0 ∪ {x0} para todo |β| suficientemente pequeño.
Capı´tulo 2
Desarrollo del problema
La motivación para este trabajo es el llamado atractor de lorenz [12] , dado por las
soluciones del campo vectorial sobre R3:


x′ = αy − αx
y′ = βx− y − xz
z′ = −γz + xy
donde α, β, γ son parámetros reales no negativos. Experimentos mejorados numérica-
mente por Lorenz para α = 10, β = 28, y γ = 8/3, sugieren la existencia de un atractor
robusto extraño (sensible), hacia el cual tienden todas las trayectorias positivas em-
pezando en una vecindad del origen (0, 0, 0) , el cual es una singularidad para el sistema
y parte del atractor. Sorprendentemente tres décadas y media después de este notable
trabajo, aún no sabemos si las soluciones de las ecuaciones de arriba tienen realmente
un atractor extraño para los valores α, β, γ. Sin embargo esto fue probado ser cierto
([13]) para el flujo en hoy día llamado el atractor geométrico de Lorenz : este exhibe un
conjunto atractor transitivo con una singularidad en un camino robusto. Recordemos
que un conjunto invariante para el flujo es transitivo si este es el ̟-límite de una de
sus órbitas.
En recientes publicaciones se han estado exhibiendo nuevas clases de conjuntos robustos
transitivos con singularidades. También, se exhiben mecanismos a través de los cuales
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la suspensión de ciertos atractores expansores de los dos-discos puedes ser deformados
hacia un atractor robusto extraño con singularidades que no es equivalente a un atractor
geométrico de Lorenz ni a ningún otro ejemplo conocido.
En vista de estos resultados e intentando unificarlos, surge una pregunta natural: ¿ex-
iste una estructura general para los conjuntos robustos transitivos? Doering (ver [3])
prueba en uno de sus artículos que cuando Λ = M, M una variedad cerrada tres di-
mensional, entonces Λ no contiene singularidades y el flujo es Anosov, es decir, que
Λ = M es hiperbólico. Así asumimos que Λ esta contenido propiamente en M . En este
caso, Λ tiene singularidades o no. Si las tiene, es bien conocido que cada conjunto no
puede tener una estructura hiperbólica; la presencia de una singularidad en la clausura
de órbitas periódicas es una obstrucción para esto. Recordemos que un conjunto, com-
pacto invariante Λ ⊂ M es hiperbólico si el fibrado tangente de M bajo Λ admite una
descomposición, Eu⊕EX ⊕Es, donde EX es tangente al flujo Xt y, para alguna métri-
ca Riemanniana sobre M , Eu y Es son, respectivamente, exponencialmente expansor y
contractor por la derivada DXt. El fibrado Eu (respectivamente Es) es llamado fibrado
inestable (respectivamente fibrado estable).
Este trabajo reconstruye la respuesta a esta pregunta en un camino positivo para com-
pactos, 3-variedades sin borde. Es mas, Λ es parcialmente hiperbólico y expande vol-
umen en la dirección central. Lo cual es que , TΛ puede ser escrito como Es ⊕ Ecu,
Es siendo un fibrado uniformemente contractor uno-dimensional que domina Ecu, y
Ecu expande volumen. Esta definición fue independiente presentada en una conferencia
asistida por el primer autor de este artículo(L.P Shilnikov). Mas aún, si Λ tiene singu-
laridades, entonces cada una es hiperbólica y Λ es cualquier un atractor o un repulsor
para el flujo. Recordemos que Es es uniformemente contractor para el flujo si existe
un real positivo T y c < 1 tal que ‖DXT/Es‖ < c; Es domina Ecu si existe c < 1 y
un número real T tal que ‖DXT/Es‖ ‖DX−T/Ecu‖ < c, y Ecu esta expandiendo volu-
men si existe c > 1 y T > 0 tal que |det (DXT/Ecu)| > c. Aquí el det (A) significa el
determinante de A.
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Sea ϑ1 (M) el conjunto de los flujos C1 sobre M tal que cada unos de es-
tos elementos tiene una vecindad U formado por flujos con todas sus ór-
bitas periódicas y singularidades siendo hiperbólicas. Note que ϑ1 (M) es la ver-
sión flujo de F1 (M). Es conocido que F1 (M) coincide con el conjunto de
los difeomorfismos hiperbólicos de M . El ejemplo exhibido en el artículo de
(J. Guckenheimer, R. Williams, Structural Stability of Lorenz attractors), (ver [13])
dice que este no es el caso en la estructura de flujos: el atractor geométrico de Lorenz
esta en ϑ1 (M). Así, para entender este conjunto, es necesario primero describir los
conjuntos C1- robustos transitivos con singularidades. De este modo, nuestro resultado
proporciona un paso en la dirección de la caracterización de ϑ1 (M) para variedades
3-dimensionales. En dimensiones mas altas el estudio de ϑ1 (M) esta abierto. Un resul-
tado importante aquí es uno en el cual se esta mostrando la existencia de atractores
Lorenz-like con una (única) singularidad con cualquier número de direcciones expanso-
ras.
También señalamos que este artículo es parte de un programa mas ambicioso idealizado
por Palis, un punto alto es la siguiente conjetura: para un conjunto denso en el interior
de los hiperbólicos, todo elemento tiene un número finito de atractores, cualquiera
robusto o un menor persistente (medida de lebesgue positiva en forma parametrizada)
cuya unión de las cuencas de atracción tiene probabilidad total.
Digamos nuestros resultados mas precisamente. En todas partes, M denota una 3-
variedad cerrada y χr (M) es el conjunto de los Cr-campos vectoriales en M , r ≥ 1.
Dado un conjunto invariante compacto Λ de X ∈ χr (M), PX (Λ) y SingX (Λ) son los
conjuntos de órbitas periódicas y de singularidades en X en Λ, respectivamente. Si
p ∈ M y B ⊂ M , OX (p) y B¯ denota la órbita de p y la clausura de B respectiva-
mente. Un conjunto invariante Λ,. de X es aislado si existe un conjunto abierto U ⊃ Λ
(bloque aislante) tal que Λ = ∩t∈RXt (U), y singular si SingX (Λ) 6= ∅.
El atractor geométrico de Lorenz (cualquiera expansor o contractor) y una herradura
singular (cualquiera expansor o contractor) son ejemplos de conjuntos transitivos sin-
gulares.(ver [13])
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Definición 2.1. Un conjunto compacto singular invariante Λ de X ∈ χr (M) es sin-
gular hiperbólico si este es parcialmente hiperbólico, expande volumen en la dirección
central y cualquier σ ∈ SingX (Λ) es hiperbólico.
Definición 2.2. Un conjunto transitivo aislado Λ de X ∈ χr (M) es C1-Robusto Tran-
sitivo si existe un bloque aislante U de Λ tal que Λ (Y ) = ∩t∈RYt (U) es un conjunto
transitivo para todo Y Cr cercano a X.[1]
El ejemplo mas conocido de un conjunto robusto singular transitivo es el expansor
geométrico Atractor de Lorenz [11]. El contractor geométrico Atractor de Lorenz y
la herradura singular ( cualquiera expandiendo o contrayendo ) no son conjuntos C1-
robustos singulares transitivos . Denotamos Sing (X) = SingX (M).
Definición 2.3. Decimos que σ ∈ Sing (X) es Lorenz-like si los valores propios de
DX (σ) son reales y satisfacen λ2 < λ3 < 0 < −λ3 < λ1.
Observación 2.4. Note que la condición de que los valores propios sean Lorenz-like
implican las condiciones para que el conjunto a tratar sea parcialmente hiperbólico,
esto quiere decir que en el fibrado tangente obtenemos que el valor propio λ2 que es el
mas negativo es la dirección del espacio estable en la descomposición, es decir, es la
dirección de Es, y tomándolo en la dimensión tres el valor propio λ3 y λ1 nos arrojan el
espacio central, es decir, en la descomposición Ecu es un plano, donde Es es contractor
(condición de λ2), E
s domina a Ecu (condición de λ2 < λ3), y E
cu expande volumen
(condición − λ3 < λ1).
Lema 2.5. Sea X ∈ UΛ,U el conjunto abierto de en χr (M) . Entonces X no tiene
fuentes o sumideros en U , y cualquier p ∈ Per(ΛU(U)) es hiperbólico.
Note que los atractores robustos no pueden ser aproximados por C1-campos vectoriales
presentando puntos periódicos atractores o puntos periódicos repulsores, lo cual implica
que sobre 3-variedades cerradas, cualquier punto periódico en un atractor robusto es
hiperbólico de tipo silla.
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Lema 2.6. Sea Y ∈ UΛ,U , UΛ,U conjunto abierto en χr (M) y σ ∈ Sing(ΛY (U)) .
Entonces ,
1. Los valores propios de σ son reales.
2. Si λ2(σ) ≤ λ3(σ) ≤ λ1(σ) son los valores propios de σ, entonces
λ2(σ) ≤ 0 ≤ λ1(σ)
.
3. Si Λi(σ) son como arriba, entonces
i. λ3(σ) < 0 entonces −λ3(σ) < λ1(σ)
ii. λ3(σ) > 0 entonces −λ3(σ) > λ2(σ)
Demostración. Probaremos (1). Razonando por el absurdo, supongamos que existe
Y ∈ UΛ,U y σ ∈ Sing(λY (U)) con un valor propio complejo ρ. Asumiremos que σ es
hiperbólico. Como la dim(M) = 3 el valor propio restante λ de σ es real. Dado que σ
es hiperbólico solo se generan los siguientes dos casos, Re(ρ) < 0 < λ o λ < 0 < Re(ρ).
Sin perdida de generalidad asumimos el primer caso dado que solo seria necesario tomar
el flujo hacia atrás. Mas aún podemos asumir que Y is C∞ y
λ
−Re(ρ)
6= 1 (2.1)
Por el (conecting-lema) (3.3) podemos asumir que hay un loop homoclínico Γ ⊂ ΛY (U)
asociado σ. Entonces Γ es una bifurcación de shilnikov (1.2). Dado lo anterior y por
(2.1), existe un C1-campo vectorial Z arbitrario C1-cercano a Y , es decir Z ∈ UΛ,U
exhibiendo un sumidero o una fuente en ΛZ(U). Esto genera una contradicción dado el
lema (2.5). Luego la afirmación (1) esta probada.
Así podemos organizar los valores propios λ1(σ), λ2(σ), λ3(σ) de σ de la siguiente forma
λ2(σ) ≤ λ3(σ) ≤ λ1(σ).
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Por el Lema (2.5) tenemos que λ2(σ) < 0 y λ1(σ) > 0. Luego la afirmación (2) esta
probada.
Ahora la prueba para (3), razonamos por el absurdo, supongamos que no se tiene (3i),
de este modo se prueba que dado lo anterior se tiene que existe un C1-campo vectorial
Z arbitrario C1-cercano a Y , es decir Z ∈ UΛ,U exhibiendo un sumidero en ΛZ(U) y
si suponemos que no se tiene (3ii), entonces existe un C1 campo vectorial Z arbitrario
C1-cercano a Y , es decir Z ∈ UΛ,U exhibiendo una fuente en ΛZ(U). Lo anterior es una
contradicción como antes, luego la afirmación (3) esta probada.
Ecu
Es
σ
Figura 2.1: Gráfica asociada a σ con la propiedad Lorenz-like.
Capı´tulo 3
TEOREMA CENTRAL
Nuestro resultado es el siguiente:
3.1. Teorema central
Teorema 3.1. Sea Λ un conjunto C1-robusto singular transitivo de X ∈ χr (M). En-
tonces cualquiera para X o −X, Λ es un conjunto singular hiperbólico el cual es un
atractor y cualquiera de estas singularidades son Lorenz-like.
Demostración.
Sea Λ un conjunto C1−robusto singular transitivo de X ∈ χr (M). Dado un bloque
aislante U de Λ, denote por UΛ,U el conjunto abierto en χ1 (M) tal que Λ (Y, U) =
∩t∈RYt (U) es transitivo para cada Y ∈ UΛ,U .
Denotamos por ΛY = Λ (Y, U), PY = P (ΛY ), y Sing (ΛY ) = SingY (ΛY )
siempre que no haya confusión posible. Un elemento atracting hiperbólico crítico
(respectivamente repulsor) de un campo vectorial X es llamado sumidero de X
(respectivamente fuente). Para dar inicio a la prueba tendremos en cuenta los sigu-
ientes dos lemas:
Recordemos el lema 2.5 de la sección anterior que enuncia,
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Lema 3.2. Sea Y ∈ UΛ,U . Entonces Y no tiene ni fuentes ni sumideros en U y p ∈ PY
es hiperbólico.
(Este resultado es inmediato dada la hipótesis que Λ (Y, U) = ∩t∈RYt (U) es transitivo
para cada Y ∈ UΛ,U . Además note que que los atractores robustos no pueden ser aprox-
imados por campos vectoriales preservando puntos periódicos atractores o repulsores,
lo cual implica que en 3-variedades cerradas cualquier punto periódico viviendo en un
atractor robusto es hiperbólico de tipo silla.)
Usaremos el siguiente resultado conocido (ver [14])
Lema 3.3. (C1 − connecting lema) - Sea X ∈ χ1 (M) y p, q ∈ Sing (X) fijos. Asuma
que para cualquier par de vecindades U, V de p y q, respectivamente, existe un punto
x ∈ U y un t ≥ 0 tal que Xt (x) ∈ V . Entonces, existe Y C
1-cerca a X tal que si pY y
qY son las continuaciones de p y q respectivamente, entonces W
u (pY ) ∩W
s (qY ) 6= ∅.
U
V
p
q
x
t ≥ 0
W s(p)
W s(q)W u(p)
W u(q)
a) Hipótesis.
Xt(x)
Ahora dividiremos la prueba en tres pasos:
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pY
W u(pY )
W s(qY )
qY
W u(pY ) ∩W
s(qY ) 6= 0
b) Conclusión
Figura 3.1: Representación
Paso 1. Las singularidades de Λ son Lorenz − like para cualquiera X o −X.
Los valores propios {λ1, λ2, λ3} para cualquier σ ∈ Sing (ΛY ) son reales por el Lema 3.2,
por el Lema 3.3 y por el lema 2.6. Si, escribimos λ2 ≤ λ3 ≤ λ1, entonces −λ2, λ1 > 0
por el Lema 2.6. Si, σ ∈ Sing (ΛY ) es hiperbólico, ΛY ∩W
ss (σ) = {σ} si dimW s (σ) =
2. ( Respectivamente ΛY ∩W
uu (σ) = {σ} si dimW u (σ) = 2). Así, las singularidades
hiperbólicas en ΛY tienen el mismo número de valores propios (´ındice), para cada Y
∈ UΛ,U . Dada una singularidad no hiperbólica σ0 ∈ ΛY , entonces σ0 es un nodo silla
(desde una C1 perturbacio´n de Y ), así, en su despliegue obtenemos dos singularidades
con diferente índice, lo cual es una contradicción. Así, todas las singularidades son
hiperbólicas en Sing (ΛY ) con el mismo índice. Entonces podemos escribir λ2 < λ3 <
0 < λ1 (cambiando X por −X si es necesario) y −λ3 < λ1 se deduce por el Lema 3.3.
Así, el primer paso esta completo.
Paso 2. Λ es singular hiperbólico para X o −X.
Asuma que dimW s (σ) = 2 para cualquier σ ∈ Sing (ΛY ). Probaremos que ΛY es
singular hiperbólico para Y cercano a X. Asumimos para la prueba que P¯ (ΛY ) = ΛY .
El caso general se logra usando los métodos en (ver [3]). Para lograr la prueba dividimos
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este paso en tres partes:
Parte 1. La división:
Para empezar, dado p ∈ PY es hiperbólico, tenemos que TPY = E˜
s ⊕ EX ⊕ E˜u, donde
E˜s es la variedad estable, E˜u es la variedad inestable y EX es tangente a la dirección
del flujo. Partimos de que E˜cu = EX ⊕ E˜u y definimos bajo PY la siguiente división:
Ecu = EX ⊕ E˜u, Es = E˜s
La idea es extender continuamente esta división a P¯Y y probar que esta extensión sat-
isface la definición 2.1. Debemos observar que la presencia de una singularidad en P¯Y
podría ser una obstrucción para la extensión. Es más, cerca a una singularidad, el ángulo
entre Eu y la dirección del flujo o entre E˜s y la dirección del flujo podía ser cero.
Vamos a introducir algunas definiciones y resultados ya probados que usaremos.
Definición 3.4. Un punto x ∈ M\Sing (Y ) es δ − fuertemente cerrable si existe
Z ∈ UΛ,U , z ∈ M , y T > 0, L > 0 tal que ZT (z) = z, Y = Z en M\Bδ
(
Y[−L,0] (x)
)
y
dist (Zt (z) , Yt (x)) < δ para todo 0 ≤ t ≤ T .
Aquí Bδ
(
Y[−L,0] (x)
)
es la δ-vecindad a lo largo del segmento de órbita
{Yt (x) ,−L ≤ t ≤ 0}. Denotamos por Σ (Y ) el conjunto de puntos de M δ −
fuertemente cerrable.
Teorema 3.5. (Lema de clausura ergódica para flujos, ver [4], [5]).
Sea µ cualquier medida de probabilidad Y -invariante. Entonces
µ (Sing (Y ) ∪ Σ (Y )) = 1.
Ahora, probaremos que Es ⊕ Ecu extiende a P¯Y . Para esto, por un resultado en (ver
[4]), es suficiente probar que la división bajo PY definida anteriormente es una división
dominada. Así, nos resta probar:
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Teorema 3.6. Para todo p ∈ PY , existe λ < 1 y T > 0 así que ‖DYT/Es‖ ·
‖DY−T/E
cu‖ < λ.
Dados dos subespacios A y B denotamos por ∠ (A,B) el ángulo entre A y B.
Sea δ > 0 y definimos
Cδ (Sing (ΛY )) =
⋃
σ∈Sing(ΛY )
Bδ (σ)
donde Bδ (σ) es la bola de radio δ y centro en σ.
El Teorema 3.6 es una consecuencia del hecho que para cada p ∈ PY , p /∈
Cδ (Sing (ΛY )), el ángulo entre E
s
p y E
cu
p es uniformemente acotado fuera de cero.
(Es decir, el ángulo formado para cualquier p es siempre distinto de cero). Para verifi-
carlo debemos primero probar que ∠
(
Esp, E
cu
p
)
es acotado fuera de cero para órbitas
periódicas, cuyas órbitas lejanas están fuera de las singularidades y para cada órbita
periódica convergiendo a una singularidad. Lejos de las singularidades es una conse-
cuencia del hecho que ∠
(
E˜sp, E˜
cu
p
)
es acotado fuera de cero, el lema de clausura ergódica
(Teorema 3.5) y (ver [5]). Para órbitas convergiendo a una singularidad σ, esta es una
consecuencia del hecho que Esp → E
s
σ y E
cu
p → E
cu
σ . Para probar estos hechos haremos
uso de lo siguientes tres lemas que son comentados brevemente.
El primero es una herramienta fundamental y sigue del hecho que ΛY es C
1−robusto. El
segundo dice, que si el ángulo entre un vector v y Esσ es acotado fuera de cero, entonces,
a través del paso cerca de σ, DXt (v) toma la dirección del flujo. El tercero dice que,
fuera de una vecindad de las singularidades, el ángulo entre las variedades estable e
inestable a lo largo de las órbitas periódicas es acotado fuera de cero. Sólo anotaremos
precisamente el primero:
Lema 3.7. Dado δ > 0, existe α = α (δ) > 0 y Tδ > 0 tal que si p ∈ PY , ∠
(
Esp, E
cu
p
)
<
α y tp = mı´n {s;Yr (p) /∈ Cδ (Sing (ΛY )) , |r| < s}, entonces tp < Tδ.
La prueba de este teorema es una consecuencia del teorema 3.5 y el hecho que tenemos
hiperbolicidad lejos fuera de las singularidades. Así, la extensión de Es⊕Ecu a P¯Y = ΛY
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existe y aún esta denotada por Es⊕Ecu. Claramente, Es⊕Ecu es dominada y entonces
nos resta probar que Es es contracting y Ecu expande volumen.
Parte 2. Es es contracting.
Asuma, que existe una sucesión pn ∈ PY tal que E
s
pn
no contrae. Sea p tal que pn → p
cuando n → ∞ (Esto quiere decir, la sucesión de órbitas asociadas a pn tienden a
la órbitas de p). Tenemos que, la continuidad de la división obtenida anteriormente
implica que Es no es contracting a lo largo de la órbita OY (p). Por el lema de clausura
ergódica para flujos, p puede ser fuertemente aproximado por órbitas periódicas. De
nuevo por la continuidad de la división, tenemos que Es no contrae a lo largo de estas
órbitas periódicas. Por C1−perturbaciones obtenemos una campo vectorial Y ∈ UΛ,U
con una órbita repulsora, contradiciendo el Lema 3.2.
Parte 3. Ecu expande volumen.
Si Ecu no expande volumen, por el lema de clausura ergódica para flujos, obtenemos
una órbita periódica p ∈ PY tal que E
cu no es suficientemente expansora a lo largo
de órbita de p. Como Ecu = [Y (p)] ⊕ (Eup ) y [Y (p)] es el espacio propio asociado
a él, obtenemos que, Eu no expande suficiente a lo largo de la órbita de p. Por una
pequeña C1−perturbación obtenemos un campo vectorial Y ∈ UΛ,U presentando una
órbita atractora cerca a p, contradiciendo el Lema 3.2.
Debido a todo lo anterior el paso 2 esta completo.
Paso 3. Λ es una atractor para X o −X.
Dando marcha atrás al flujo si es necesario, podemos asumir que ΛY es parcialmente
hiperbólico expandiendo volumen en la dirección central y todas sus singularidades son
Lorenz-like para Y cerca a X. Probemos que, ΛY es un atractor para Y cerca a X
(y tomemos Λ = ΛX para X). Supongamos que este no lo es, entonces, existe una suce-
sión de órbitas periódicas xn → x ∈ ΛY cuando n → ∞ y tn ≥ 0 tal que Ytn (xn) /∈ U .
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Entonces, existen dos posibilidades para la órbita de x, O (x): σ ∈ O¯ (x) para algún
σ ∈ Sing (Y ), o, existe δ > 0 tal que O¯ (x)
⋂
Cδ (Sing (ΛY )) = ∅.
En el primer caso, tomando una pequeña sección transversal Σ por W s (σ) y denotan-
do por l = W s (σ)
⋂
Σ, tenemos curvas Bn cruzando Σ con dist (Bn, l) → 0 cuando
n → ∞, tal que Ytn (Bn)
⋂
U = ∅. Realizaremos una pequeña perturbación de Y obte-
niendo X con W u (σX)
⋂
W s (σX) 6= ∅ y tal que exista mínimo una curva Bn (X)
suficientemente cerca a l con la propiedad que Ytn (Bn (X))
⋂
U = ∅. Tomaremos otra
pequeña perturbación X¯ de Y de tal manera que W u (σX¯) ∈ Bn
(
X¯
)
, implicando que
el conjunto ω−límite de W u (σX¯) está en el complemento de U , en un sentido robusto.
Así, σX /∈ P¯X¯ , lo cual es una contradicción.
En el segundo caso, por el teorema de la clausura ergódica, podemos asumir que x es
fuertemente cerrable. Como en lo anterior, existen curvas Bn y tn tal que Ytn (Bn)
⋂
U¯ =
∅ y dist (Bn,W
s (x)) → 0 cuando n→∞. Sea p ∈ ΛY una órbita periódica fuertemente
cerrable a O (x). Entonces O (p)
⋂
Bδ (σ) = ∅ para cualquier σ ∈ Sing (Y ) y así está
bien definido W uǫ (x) para un ǫ pequeño. Podemos tomar una pequeña perturbación Y¯ de
tal manera que existe n con Y¯tn (Bn)
⋂
U¯ = ∅, y tal queW uǫ (p)
⋂
Bn 6= ∅. Esto implica,
que existen curvas Sn acumulándose en W
u
ǫ (p) y tn ≥ 0 tal que Y¯tn (Sn)
⋂
U¯ = ∅.
Ahora la transitividad de ΛY¯ y el connecting-lema implican, como antes, que podemos
perturbar Y¯ tal que el conjunto ω-límite de la variedad inestable de la correspondiente
singularidad está fuera de U¯ en un sentido transitivo, lo cual es una contradicción.
De este modo, el paso tres está completo y por ende, el teorema está demostrado.
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